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Aljabar Vector Berbasis Keislaman dan Budaya Lampung
adalah buku inovatif yang menggabungkan konsep-konsep
matematika modern dengan nilai-nilai keislaman dan kearifan
lokal budaya Lampung. Buku ini dimulai dengan pengantar
mengenai pentingnya aljabar vektor dan alasan di balik
pendekatan berbasis keislaman dan budaya lokal. Bab-bab
selanjutnya mengupas dasar-dasar aljabar vektor seperti
definisi vektor, operasi dasar, dan ruang vektor, disertai contoh-
contoh relevan yang mencerminkan kehidupan sehari-hari
masyarakat Lampung serta nilai-nilai islami.

Melalui buku ini, pembaca diajak untuk melihat
matematika tidak hanya sebagai disiplin ilmu abstrak, tetapi
sebagai bagian integral dari kehidupan yang bisa dimaknai
melalui perspektif budaya dan agama. Pendekatan ini
memperdalam pemahaman konsep-konsep matematika sambil
menumbuhkan rasa bangga dan cinta terhadap budaya lokal
serta memperkuat nilai-nilai keislaman. Buku ini cocok untuk
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siswa, pendidik, dan siapa saja yang ingin mempelajari aljabar S
vektor dengan carayang lebih bermakna dan kontekstual. >
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Tidak boleh diproduksi sebagian atau keseluruhannya dalam
bentuk apapapun tanpa izin tertulis dari penulis. Kutipan Pasal
Jidgschalphadipdvhe SRIAAERE RSO FRaRAalamR
bentuk apapapun tanpa izin tertulis dari penulis. Kutipan Pasal
9 Ayat (3) dan Pasal 10 UU No 28 tahun 2014 Tentang Hak
Cipta.
1.

2.

Hak Cipta Pada Penulis \

Pasal 9 Ayat (3) : Setiap orang yang tanpa izin pencipta
atau pemegang hak cipta dilarang melakukan
penggandaan dan/atau penggunaan secara komersial
ciptaan”.

Pasal 10 : Pengelola tempat perdagangan dilarang
membiarkan penjualan dan/atau penggandaan barzy

basil pelanggaran Hak Cipta dan/atau Hak Terkait di
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ABSTRAK

Aljabar Vector Berbasis Keislaman dan Budaya Lampung adalah buku
inovatif yang menggabungkan konsep-konsep matematika modern
dengan nilai-nilai keislaman dan kearifan lokal budaya Lampung.
Buku ini dimulai dengan pengenalan mengenai pentingnya vektor
aljabar dan alasan di balik pendekatan berbasis keislaman dan budaya
lokal. Bab-bab selanjutnya mengupas dasar-dasar aljabar vektor seperti
definisi vektor, operasi dasar, dan ruang vektor, disertai contoh-contoh
relevan yang mewakili kehidupan sehari-hari masyarakat Lampung
serta nilai-nilai Islami. Melalui buku ini, pembaca diajak untuk melihat
matematika tidak hanya sebagai disiplin ilmu abstrak, tetapi sebagai
bagian integral dari kehidupan yang dapat dimaknai melalui perspektif
budaya dan agama. Pendekatan ini memperdalam pemahaman konsep-
konsep matematika sambil menumbuhkan rasa bangga dan cinta
terhadap budaya lokal serta memperkuat nilai-nilai keislaman. Buku
ini cocok untuk siswa, pendidik, dan siapa saja yang ingin mempelajari
vektor aljabar dengan cara yang lebih bermakna dan kontekstual.



ABSTRACT

Vector Algebra Based on Islam and Lampung Culture is an innovative
book that combines modern mathematical concepts with Islamic values
and local wisdom of Lampung culture. This book begins with an
introduction to the importance of vector algebra and the reasons
behind an Islamic and local culture-based approach. The following
chapters examine the basics of vector algebra such as the definition of
vectors, basic operations, and vector spaces, accompanied by relevant
examples that represent the daily life of Lampung people and Islamic
values. Through this book, readers are invited to see mathematics not
only as an abstract scientific discipline, but as an integral part of life
that can be interpreted from cultural and religious perspectives. This
approach deepens understanding of mathematical concepts while
fostering a sense of pride and love for local culture and strengthening
Islamic values. This book is suitable for students, educators, and
anyone who wants to learn vector algebra in a more meaningful and
contextual way.
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"Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan
kesanggupannya. Dia mendapat (pahala) dari (kebajikan) yang
dikerjakannya dan dia mendapat (siksa) dari (kejahatan) yang

diperbuatnya. (Mereka berdoa), ""Ya Tuhan kami, janganlah Engkau
hukum kami jika kami lupa atau kami melakukan kesalahan. Ya
Tuhan kami, janganlah Engkau bebani kami dengan beban yang berat
sebagaimana Engkau bebankan kepada orang-orang sebelum kami. Ya
Tuhan kami, janganlah Engkau pikulkan kepada kami apa yang tidak
sanggup kami memikulnya. Maafkanlah kami, ampunilah kami, dan
rahmatilah kami. Engkaulah pelindung kami, maka tolonglah kami
menghadapi orang-orang kafir."

(QS. Al-Bagarah 2: Ayat 286)
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persembahkan sebuah karya ini kepada:

1.

Kedua orang tuaku tercinta dan tersayang, Bapak Muhammad Irin
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Assalamu’‘alaikum Warahmatullahi Wabarakatuh
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BAB1
RUANG VEKTOR

3.1 Sejarah Ruang Vektor

Secara historis, gagasan awal yang berbuah pada konsep ruang
vektor dapat dilacak dari geometri analitik abad ke-17, matriks,
sistem persamaan linear, dan vektor Euklides. Pembahasan modern
yang lebih abstrak pertama kali dirumuskan oleh Giuseppe
Peano pada akhir abad ke-19, yang meliput objek lebih umum
daripada ruang Euklides, namun kebanyakan teori tersebut dapat
dipandang sebagai  perluasan gagasan geometri  klasik
seperti garis, bidang, dan analognya yang berdimensi lebih tinggi.

Ruang vektor berasal dari geometri affine, melalui pengenalan
koordinat pada bidang atau ruang tiga dimensi. Sekitar tahun 1636,
ahli matematika Prancis René Descartes dan Pierre de Fermat
mendirikan geometri  analitik dengan  mengidentifikasi  solusi
persamaan dua variabel dengan titik-titik pada bidang kurva.

Untuk mencapai solusi geometris tanpa menggunakan
koordinat, Bolzano diperkenalkan pada tahun 1804, operasi tertentu
pada titik, garis dan bidang, yang merupakan pendahulu vektor.
Landasan dari definisi vektor adalah Bellavitis pengertian bipoint,
segmen berorientasi yang salah satu ujungnya adalah asal dan yang
lainnya adalah target. Vektor dipertimbangkan kembali dengan

penyajian bilangan kompleks oleh Argand dan Hamilton.
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Pada tahun 1857, Cayley memperkenalkan notasi matriks yang
memungkinkan harmonisasi dan penyederhanaan peta linear. Sekitar
waktu yang sama, Grassmann membayangkan kumpulan objek
abstrak yang diberkahi dengan operasi. Dalam karyanya, konsep
kemerdekaan linear dan dimensi, serta produk skalar hadir.
Sebenarnya karya Grassmann tahun 1844 melebihi kerangka vektor
ruang, karena perkaliannya yang mempertimbangkan, juga

membawanya kepada apa yang sekarang disebut aljabar.

3.1.1 Definisi Vektor

Vektor adalah ruas garis berarah yang memiliki besaran
(nilai) dan arah tertentu. Secara geometris, suatu vektor dapat
digambarkan sebagai ruas garis berarah dengan panjang ruas
garis menyatakan besar vektor, dan arah ruas garis
menyatakan arah vektor.

Dalam kenyataannya, manusia tidak hanya bekerja
dengan sesuatu yang statis (diam), tetapi sering juga bekerja
dengan sesuatu bersifat dinamis (bergerak). Bergerak yang
dimaksud memiliki makna kekhasan bila sesuatu yang
bergerak pasti mempunyai arah. Istilah vektor pada mulanya
terlahir dari fenomena bahwa materi di alam raya ini terbagi
atas materi yang bergerak, sehingga berakibat adanya arah
(vektor) sedangkan materi yang tidak bergerak tidak memuat

arah (saklar).

v v+w
w
2'w -

Keterangan: Penjumlahan vektor dan perkalian skalar:
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Sebuah vektor v (biru) ditambahkan ke vektor lain w (merah,
ilustrasi atas).

Di bawah, w diregangkan dengan faktor 2, menghasilkan
jumlahv + 2 -w.

Manusia ibarat sebuah vektor yang berawal dan
berujung. Berawal artinya mempunyai asal usul penciptaan dan
berujung artinya akan mencapai suatu fase yang disebut
kematian. Sebuah vektor adalah garis yang memiliki titik awal.
Titik awal itu akan berkembang menjadi sebuah bentuk, bentuk
itu disebut dengan garis. Sehingga dapat diibaratkan
sebagaimana manusia yang melakukan proses perkembangan,
dikisahkan di dalam Al-Qur’an dalam Surah Ar-Rum ayat 20:

51

O94353 250 p3T13) &3 O3 be pSELS O 43T a3

Artinya: “dan di antara tanda-tanda (kebesaran)-Nya ialah Dia
menciptakan kamu dari tanah, kemudian tiba-tiba kamu
(menjadi) manusia yang berkembang biak.”

Maksud dari Surah Ar-Rum ayat 20 yaitu tentang misi
kehidupan manusia di dunia ini adalah ibarat sebuah vektor,
dimana sebuah vektor adalah suatu besaran atau kuantitas
yang berorientasi. Vektor memuat arah, begitu pula manusia.
Sebuah vektor mempunyai titik awal begitu pula manusia
mempunyai awal penciptaan, manusia mempunyai asal-usul
yang telah ditetapkan oleh Allah SWT.

Vektor merupakan besaran yang mempunyai besar dan
arah, seperti perpindahan (displacement), kecepatan, gaya, dan
percepatan. Berdasarkan tinjauan kajian geometri, secara
umum suatu besaran vektor dapat digambarkan dengan

menggunakan ruas garis berarah. Panjang dari ruas garis
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merupakan panjang vektor atau besar vektor, sedangkan arah
dari peubah merupakan petunjuk arah vektor.

Secara garis besar, jika pada titik-titik (x, y, z) dari suatu
daerah dalam ruangan R dikaitkan sebuah vektor (x,y,2),
maka V disebut fusngsi vektor dari kedudukan atau fungsi titik
vektor (vektor function point), dan kita menyatakan bahwa
medan vektor V telah didefinisikan dalam ruangan R.

3.1.2 Definisi Ruang Vektor

Suatu ruang vektor adalah suatu himpunan objek yang
dapat dijumlahkan satu sama lain dan dikalikan dengan suatu
bilangan, yang masing-masing menghasilkan anggota lain
dalam himpunan itu.

Ruang vektor merupakan subjek dari aljabar linear, dan
dipahami dengan baik dari sudut pandang ini, karena ruang
vektor dicirikan oleh dimensinya, yang menspesifikasikan
banyaknya arah independen dalam ruang. Teori ruang vektor
juga ditingkatkan dengan memperkenalkan  struktur
tambahan, seperti norma atau hasil kali dalam. Ruang seperti
ini muncul dengan alamiah dalam analisis matematika, dalam
bentuk ruang fungsi berdimensi takhingga, dengan vektornya
adalah fungsi.

Ruang vektor dapat dijelaskan sebagai berikut, anggap V
adalah sembarang himpunan tak kosong dari objek di mana
dua operasi didefinisikan, yaitu penjumlahan dan perkalian
dengan skalar (bilangan). Penjumlahan yang kita maksud
adalah suatu aturan yang menghubungkan setiap pasangan
objek u dan v dalam V dengan suatu objek u+ v, yang
disebut sebagai jumlah u dan v; yang kita maksud dengan

perkalian skalar adalah suatu aturan yang menghubungkan
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setiap skalar k dan setiap objek u dalam V dengan objek ku,

yang disebut perkalian skalar dari u dengan k.

3.2 Ruang n-Euclid

Konsep generalisasi dari vektor R? atau R® dikembangkan pada
bahasan ini. Seperti yang telah diketahui, sebuah vektor R?
dinyatakan oleh sepasang bilangan berurut u = (uy,u,), begitu juga
vektor di R3 dinyatakan tiga bilangan berurut u = (uy, u,, u3). Surah
An-Nur ayat 45 mendefinisikan pula mengenai sepasang bilangan

berurut:

5 S (o4 b pdleduslh 3 15 I 1 AU
2 e (o283 05 pdied Ol JE (a3 05 pded
5098 sesh 28 o AT Bl 2L e 4T sl

Artinya: “Dan Allah telah menciptakan semua jenis hewan dari air,
maka sebagian dari hewan itu ada yang berjalan di atas
perutnya dan sebagian berjalan dengan dua kaki sedang
sebagian (yang lain) berjalan dengan empat kaki. Allah
menciptakan apa yang dikehendaki-Nya, sesungguhnya
Allah Maha Kuasa atas segala sesuatu.”

Isi kandungan Surat An-Nur ayat 45 tersebut menjelaskan
sekelompok, segolongan, atau sekumpulan makhluk yang disebut
hewan. Dalam kelompok hewan tersebut ada kelompok yang
berjalan tanpa kaki, dengan dua kaki, empat, atau bahkan lebih
sesuai dengan yang dikehendaki Allah.

Permasalahan mulai timbul setelah R3 yaitu apakah perlu
konsep vektor dikembangkan R* dan bagaimana visualisasinya?
Jawabnya tentu perlu dikembangkan ke R*, R®, bahkan sampai R".
Hal ini dapat dilihat pada sistem persamaan linear yang telah
dibicarakan pada subbab sebelumnya yang ternyata permasalahan
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vektor bukan hanya sampai R3® melainkan sampai R™. Masalah
visualisasi tidak dapat dilaksanakan karena dunia ini hanya disusun
oleh konsep tiga dimensi.

Penjelasan di atas diperkuat oleh pendapat John Leon, yang
menjelaskan tentang ruang-n Euclid juga yaitu sebagai berikut:
Mungkin ruang vektor yang paling elementer adalah ruang vektor
Euclides R™,n = 1,2, .... Untuk sederhananya, marilah mula-mula kita
tinjau R%. Vektor-vektor taknol dalam R? dapat dinyatakan secara
sederhana oleh segmen-segmen garis berarah. Gambaran geometris
ini akan membantu kita membayangkan bagaimana operasi-operasi
perkalian dan penjumlahan skalar bekerja dalam R?.

Jadi, dapat disimpulkan bahwasanya ruang-n Euclid dapat
dikembangkan sampai R™.

Definisi-1

Sebuah vektor R™ dinyatakan oleh n bilangan terurut yaitu
u = (Uq, Uy, or, Up).

Pada R? atau R® sebuah urutan bilangan di atas ada maknanya
yaitu sebagai titik atau sebagai vektor. Dalam R™ keduanya dianggap
sama sehingga R™ merupakan generalisasi titik sekaligus generalisasi
vektor.

Definisi-2

Vektor nol ialah vektor yang semua entrinya nol, ditulis
o= (0,0,...,0). Misalkan u,v € R™, dua vektor disebut sama, atau
u = v, jika dan hanya jika uy = vy, uy; = v,, ..., u, = v, {semua entri

yang terletak samay.

3.3. Ruang Vektor Umum
Misalkan u, v, dan w adalah unsur pada ruang V dan k, /
merupakan skalar bilangan Riil, maka V dinamakan ruang vektor jika

terpenuhi aksioma:
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1. lJika u dan v adalah vektor-vektor pada V maka u+v berada
pada V juga.
ut+v=v+u

3. u+(v+w)=w+v)+w

4. Terdapat 0 di Vsehinggau 4+ 0 = 0 4+ u, untuk setiap vektor

udiV.

5. Untuk setiap u di V, terdapat u di V yang dinamakan negatif

u sehingga u + (-u) = (-u) +u =0.
6. lJika k adalah sebarang skalar dan u berada di V, maka ku
berada di V.
k(u+v)=ku+kv
. (k+Du=ku+lu

9. k(lu) = l(ku) = (kDu

10. Terdapat unsur 1 sebagai unsur identitas perkalian sehingga

lu=u.

Jadi, dapat disimpulkan bahwa; ruang vektor adalah sebuah
matriks atau fungsi yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan dan
perkalian terhadap skalar yang memenuhi 10 aksioma. Sedangkan,
apabila matriks atau fungsi tersebut tidak memenuhi salah satunya
saja dari kesepuluh aksioma itu, maka matriks atau fungsi tersebut

bukan ruang vektor.

Contoh-contoh Ruang Vektor

1. Panah suatu bidang
Contoh pertama ruang vektor terdiri dari panah dalam bidang
tetap, dimulai dari satu titik tetap. Diberikan dua panah
seperti, v dan w, jajaran genjang yang direntang oleh dua panah ini
berisi satu panah diagonal yang juga dimulai dari titik awal. Panah

baru ini disebut jum/ah dari dua panah, dan dilambangkan v + w.
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Vv v4+w

2. Pasangan angka yang diurutkan

Contoh kedua dari ruang vektor disediakan oleh pasangan

bilangan  riilxdany. Urutan  komponen x dan y signifikan,

sehingga pasangan seperti itu juga disebut pasangan terurut.

Pasangan seperti itu ditulis sebagai (x, y). Penjumlahan dari dua

pasangan tersebut dan perkalian pasangan dengan bilangan

didefinisikan sebagai berikut:

(1, ¥1) + (x2,¥2) = (X1 + %2, ¥1 + ¥2)

dan

o« (x,y) = (ax, ay)

v" Contoh ruang vektor:
1. V adalah himpunan vektor euclides dengan operasi standar
(operasi penjumlahan dan operasi perkalian dengan skalar),
notasinya Rn.
2. V adalah himpunan polinom pangkat n dengan operasi
standar
o Bentuk umum polinom orde-n
B(x) = a1+ a,x+ -+ ax™
qn(x) = by + byx + -+ byx™

o Operasi standar pada polinom orde-n
B(x)+q,(x)=a;+ by + (a; + b)x+ -+
(an + bn)x"
kP,(x) = ka, + ka,x + -+ ka,x™
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Notasi untuk ruang vekktor ini adalah pn

3. V adalah himpunan matriks berukuran m x n dengan operasi
standar (penjumlahan dan perkalian matriks dengan skalar).
Ruang vektor ini sering dinotasikan dengan M,,,,.

v Contoh bukan ruang vektor:

1. V adalah himpunan vektor yang berbentuk (0,y) di R?
dengan operasi vektor sebagai berikut:
untuku = (0,uy); v = (0,uy)
maka, ku = (0, ku,) danu + v = (0,u,, u, )

2. V adalah himpunan matriks yang berbentuk [il lﬂ dengan

operasi standar, a,b € R

3.3.1 Ruang Vektor C [a,b]

Misalkan C[a,b] menyatakan himpunan semua fungsi
bernilai real yang didefinisikan dan continue pada interval
tertutup [a, b]. Dalam kasus ini, himpunan semestanya adalah
himpunan fungsi-fungsi. Jadi, vektor-vektornya adalah fungsi-
fungsi di Cla,b]. Jumlah f + g dari dua fungsi di C[a,b]
didefinisikan oleh

f+9)(x) = af (x)

Untuk semua x di [a, b]. Fungsi yang baru f + g adalah
elemen dari C[a, b], karena jumlah dari dua fungsi yang kontinu
adalah kontinu. Jika f adalah fungsi di C[a, b] dan a suatu
bilangan real, maka af didefinisikan oleh,

(af)(x) = af(x)

Untuk semua x di [a, b]. Jelas bahwa af berada di dalam
Cla, b] karena jika konstanta dikalikan dengan fungsi continue
selalu kontinu. Jadi pada C|[a, b] telah mendefinisikan operasi-

operasi penjumlahan dan perkalian skalar. Untuk menunjukan
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bahwa aksioma pertama, vyaitu (f +g)(x) = (g +f)(x)
dipenuhi, kita harus menunjukan bahwa
(f + 9)(x) = (g + f)(x) untuk setiap x € [a, b]
Persamaan ini benar karena
F+D) =f)+gx) =g0)+fx) =g+ &)
Untuk setiap x di [a, b]

3.3.2 Ruang Vektor P,,

Misalkan P, adalah himpunan semua polinom dengan

derajat lebih kecil dari n. Didefinisikan p + g dan ap oleh
P+ =pk)+4qx)
dan
(ap)(x) = ap(x)

Untuk semua bilangan real x. Dengan mudah dapat
diperlihatkan bahwa aksioma-aksioma A; sampai Ag dipenuhi.

Jadi B, dengan penjumlahan dan perkalian skalar fungsi

yang biasa merupakan suatu ruang vektor.

v' Contoh-1

Tunjukan bahwa V yaitu himpunan matriks yang berbentuk

[‘11 ;] dengan operasi standar bukan merupakan ruang vektor,

(a,b € R)!

Penyelesaian.

Untuk membuktikan V bukan merupakan ruang vektor adalah
cukup dengan menunjukan bahwa salah satu syarat ruang vektor
tidak dipenuhi.

Akan ditunjukan apakan memenuhi syarat yang pertama :

Misalkan,

_[p 1 _[r 1.
A_[l q]danB—[l S],p,q,r,sER
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maka, A,B EVA+B = [p” 2

2 q+s
terpenuhi. Jadi, V bukan merupakan ruang vektor.
Contoh-2

Misalkan S himpunan semua vektor R3 dengan operasi yang

]E V - syarat 1 tidak

didefinisikan sebagai berikut :
k(x1,x2) = (kxq, kx3)
(x1,x2) + V1, ¥2) = (X1 + Y1, %2 + ¥2)
Apakah S termasuk ruang vektor atau bukan?

Penyelesaian.

Misal,
a = (xq,x3)
b= (y1,¥2)
¢ =(21,7;)
Va,b,c €S

o Aksioma 1
a+b=(x,x)+Q,Ly2) =1 +yLx,+y,) €S
.. terpenuhi
o Aksioma 2
a+b=b+a
(x1,x2) + V1, ¥2) = (Y1, ¥2) + (x4, x3)
(1 +y1, %2 +y5) = (X1 + vy, X, +y,) €S ..terpenuhi
o Aksioma 3
a+b+c)=((@+b)+c
(x1,%2) + V1, Y2 + 21, 22) = (X1, %2 + Y1, ¥2) + (21, 22)
(X1, %) + (1 + 21, Y2 + 22) = (1 + Y1, %2 +Y2) + 21,2,
ity +tzux+y,+2) = (X + Y1+ 2, %+ Y, +2,) €S
~.terpenuhi
o Aksioma 4
a+0=04+a=a
(x1,x5) + (0,0) = (0,0) + (xq,x3) = (x1,%x,) €S ..terpenuhi
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o Aksioma 5
a+(—a)=(—a)+a=0
(x1,x2) + (—x1, —x2) = (—x1,—x3) + (x1,%3)
(0,0) + (0,0) =0 € S ..terpenuhi
o Aksioma 6
k.a = k(xy,x,) = kx; + kx,
Ya,,a, €S ..terpenuhi
o Aksioma 7
k(a+b) = ka+ kb
k(x1, %5 + y1,¥2) = k(x1,%2) + k(y1,¥2)
k(xy + y1, %5 +y2) = (kxy, kx;) + (kyy, ky,)
(kxy + kyy, kx, + ky,) = (kxy + kyy, kx; + ky;)
..terpenuhi
o Aksioma 8
(k+D.a=ka+la
(k + D). (%1, x2) = k(xq,%2) + 1(x1, %)
(kx1,x3) + (lxq, Ixy) = (kxq,x3) + (Ixq, Ix,) .. terpenuhi
o Aksioma 9
(kl).a =k(l.a)
(kD). (x1,x2) = k(L. x1,x3)
(klxq, klx,) = (klxq, klx,) ..terpenuhi
o Aksioma 10
l+a=a
1+ (1, x2) = (1, x2)
(x1,x2) = (x1,x2) ..terpenuhi

Jadi, S adalah ruang vektor karena memenuhi 10 aksioma.

v Contoh-3
Jika V himpunan semua vektor di R®, dengan operasi

penjumlahan u +v = (uy + v, ,u, + v;,uz + v3), sedangkan
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perkalian dengan skalar ku = (ku,, ku,, kus). Buktikan bahwa
V ini bukan ruang vektor!
Penyelesaian.
Dari definisi V terlihat ada yang tidak biasa yaitu operasi
penjumlahan pada entri pertama dan kedua, yang secara intuisi
kemungkinan kegagalan aksioma ruang vektor.
Misal: a = (2,3,—1) dan b = (4,2,4).
Kemudian,
a+b=02+23+4(-1)+4)=(4,73)
b+a=0(4+32+2(-1)+4)=(7,43)
karena a + b # b + a berarti V ini tidak memenuhi aksioma ke 2
yaitu aksioma komutatif yang dengan demikian V ini bukanlah
ruang vektor.
Vektor dalam Budaya Lampung
Vektor digunakan dalam rancang bangun dasar arsitektur
untuk perhitungan panjang, sudut, dan letak. Juga untuk menentukan
komponen-komponen dasar, rangka, dan pondasi di dalam

bangunan.

Gambar 1. Nuwo Sesat

Terlihat pada gambar 1, rancangan pembangunan rumah adat
lampung (nuwo sesat) tidak ada aturan khusus dalam ukurannya.

Setidaknya, keseluruhan ukurannya seluas 50 meter x 30 meter
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sudah termasuk halaman. Sedangkan untuk bangunan rumahnya

sendiri + 12 meter x 10 meter. Bagian atap tinggi atap harus 4 kali

lebih kecil dari ukuran tinggi bangunan. Atap rumah berbentuk limas.

Yang jika dikonstruksikan termasuk pada ruang vektor.

LATIHAN

1.

Misalkan V himpunan4 semua vektor di R3 dengan operasi yang
didefinisikan sebagai berikut : untuk u = (uq,u,,u3) dan
V=(v1,V,,V3) maka u+v=_u +vyq, u, +v, uz+v3) ,
sedangkan ku = (u4, u,, u3). Tunjukkan V adalah ruang vektor!
Misalkan R menyatakan himpunan bilangan real. Didefinisikan
perkalian skalar oleh ax = a.x (perkalian biasa dari bilangan-
bilangan real) dan definisikan penjumlahan yang dinyatakan
dengan @ oleh x®y = max(x,y) (maksimum dari kedua
bilangan tersebut). Apakah R merupakan ruang vektor dengan
operasi-operasi ini? Buktikan jawaban anda!

Tunjukkan bahwa himpunan semua bilangan real positif dengan

operasi x + y = xy dan kx = x* adalah suatu ruang vektor!

3.4. Subruang
3.4.1 Definisi Subruang

Dalam aljabar linear, subruang vektor, atau disebut juga
subruang linear, adalah sebuah ruang vektor yang merupakan
subhimpunan dari ruang vektor yang lebih besar. Subruang
vektor biasanya disebut subruang saja, gunanya untuk
membedakan dari jenis subruang yang lain. Seperti halnya

dalam kandungan Surah Al-Fatir ayat 1 yaitu:
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:lE0 e 3lR) 3 L35 Bl0s &3lis Bhe A5uT U

3243 £ US de O

Artinya: “Segala puji bagi Allah Pencipta langit dan bumi, Yang

menjadikan  malaikat sebagai utusan-utusan (untuk

mengurus berbagai macam urusan) yang mempunyai sayap,

masing-masing (ada yang) dua, tiga dan empat. Allah

menambahkan pada ciptaan-Nya apa yang dikehendaki-

Nya. Sesungguhnya Allah Maha Kuasa atas segala sesuatu.”

Misalkan V adalah ruang atas skalar F dan W < V. W disebut

sebagai subruang dari V jika W merupakan ruang vektor atas F

terhadap operasi penjumlahan dan perkalian skalar yang sama

dengan V.

++ Dari penjelasan definisi tersebut, pemeriksaan W sebagai
subruang dari V harus memenuhi aksioma ruang vektor.

+» Jika W merupakan bagian dari suatu ruang vektor V yang

lebih besar, maka beberapa aksioma tidak perlu dibuktikan.

* Misal, jika sifat komutatifu + v = v + u berlaku pada

himpunan V, maka pembuktian sifat ini tidak perlu

dilakukan terhadap W karena ini berlaku untuk semua

vektor pada V.

3.4.2 Teorema Subruang
Jika V adalah ruang vektor atas skalar F dan W € V, maka
W disebut sebagai subruang dari V jika dan hanya jika
memenuhi,
v VuveW) u+veWw
% (VkEeF, VvueW) kueWw
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Subruang bagian juga dapat dinyatakan menggunakan
syarat-syarat berikut, dimana syarat ini ekuivalen dengan
syarat-syarat yang telah dijelaskan di atas.

s ax € Sjika x € S untuk sembarang skalar a.
 x+y €SjikaxeSdany €S.

Maka S disebut ruang bagian (subspace) dari V. Syarat
yang pertama mengatakan bahwa S tertutup dibawah perkalian
skalar. Artinya, bilamana suatu elemen dari S dikalikan suatu
skalar, maka hasilnya merupakan elemen dari S. Syarat kedua
menyatakan bahwa S tertutup dibawah penjumlahan. Artinya
jumlah elemen dari S selalu merupakan elemen dari S. Jadi, jika
kita melakukan perhitungan dengan menggunakan operasi-
operasi dari I/ dan elemen-elemen dari S, maka kita akan selalu
menghasilkan elemen-elemen dariS. Oleh karena itu, ruang
bagian dari VV adalah subhimpunan S yang tertutup di bawah
operasi-operasi dari V.

Berikut adalah contoh dari subruang vektor dan bukan

merupakan subruang vektor.

v Contoh-1

Diketahui U adalah himpunan titik-titik di bidang dengan ordinat

0 dengan operasi standar R?, tunjukan bahwa U merupakan

subruang dari R?!

Penyelesaian.

Akan ditunjukan bahwa U memenuhi dua syarat subruang vektor,

yaitu:

» U = {x,0}untuk sembarangnilaix, x € U
Misalkan @ = (x;,0) dan b = (x,,0) dengan x;, x, € R,
makaa,b € Ua+b = (x; +x,0) € R,jadia + b € R.
Jadi syarat ke-1 terpenuhi.
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» Untuk skalar k, maka ka = (kx;,0) dengan kx;,€ R, jadi
ka € R Jadi syarat ke-2 terpenuhi.

Kedua syarat terpenuhi, maka U merupakan subruang R?.

v' Contoh-2

Misalkan U himpunan semua matriks 2 X 2 yang berbentuk
[Ccl Z] dengan syarat a = 0, dan d = 0. Tunjukkan bahwa U

merupakan subruang dari ruang vektor matriks 2 X 2 pada

operasi yang biasa di matriks 2 X 2!

Penyelesaian :
Karena [O 0] €U, makalU # @
0 0
Aksioma 1:

Ambil a,b € U, akan ditunjukkan bahwa a + b € U. Karena
a € U maka dipenuhi

a= [a1 bl] dengan syarat a; =0 dan d; =0, dan oleh
1 dq

karena b € U maka dipenuhi

b= [az bz] dengan syarat a, = 0 dand, = 0.
c; dy

ci+c, di+d,

dan a, = 0 maka a; + a, =0, dan juga karena d; =0 dan

d, = 0 makad; +d, = 0.

Jadia+ b €eU.

Dengan demikian, a + b = karena a; =0

Aksioma 2:
Ambil a € U, ambil k € R dan akan ditunjukkan bahwa ka € U.

a;, b
Karena a € U maka dipenuhi az[ 1 dl] dengan syarat
1

C1
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a;, =0dan d; =0. Maka[

ka, kb, ) _
kdl] , berarti ka; = 0 dan

kcy
kd, = 0.
Jadi, ka € U.
Dengan demikian, U merupakan subruang dari ruang vektor
matriks 2 X 2.
v Contoh-3

Misalkan U himpunan semua matriks 2 X 2 yang berbentuk
[Ccl Z] dengan syarat ad = 0. Apakah U subruang dari ruang

vektor matriks 2 X 2 ?

Penyelesaian.
Aksioma 1:

. _[2 3 _ _
Misal my = [_2 0] €U karena 2X0=0 dan m, =
0 6 _
[5 _4] € Ukarena0 x (—4) =0

Tetapim, +m, = [g _94] ¢ U,dan2 X (—4) # 0.

Jadi U bukan subruang dari matriks 2 X 2 yang didefinisikan pada
soal.
v Contoh-4
Tentukan apakah  himpunan  {(xy, x2, x3)7Ixs = ;2 + x,?}
merupakan subruang bagian dari R? atau bukan?
Penyelesaian.
Misal U = (Uy, U,, Us) sebagai Uz = U,% + U,*
V=,V V3) sebagailVs = V% + V,?
Aksioma 1:
aU = (U, U,,U3) = (aU,, aU,, aUs)
aUs = a(Uy? + U,%) = (aU* +aU,?) ¢ U
karena # (aU,)?(alU,)? atau U; # U;* + U,*
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Jadi, U bukan subruang bagian dari R? yang didefinisikan pada

soal.

3.4.3 Subruang dalam Budaya Lampung
Seperti halnya melalui definisi, subruang mempunyai
makna subhimpunan dari ruang yang lebih besar. Dalam nuwo
sesat, tak hanya bangunan yang terlihat rumah dari tampak
depan. Tapi ternyata, nuwo sesat memiliki beberapa ruangan di

dalamnya, salah satunya adalah ruang pertemuan.

Gambar 2. Ruang Pertemuan pada Nuwo Sesat

Pada gambar 2 memperlihatkan bahwa nuwo sesat
terdapat beberapa ruang. Nuwo sesat termasuk ke dalam salah
satu contoh bentuk ruang vektor, dimana ruang yang di
dalamnya adalah bagian dari subruang, seperti ruang

pertemuan misalnya.

3.5 Kombinasi Linear
Definisi-1

Misalkan V adalah ruang vektor. S = {u,, u,, u3} € V. Misalkan
pulaa € V. Vektor a disebut dapat dinyatakan sebagai kombinasi
linear dari S jika terdapat skalar-skalar (konstanta real)
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ki, ks, ks, ..., k,, sehingga memenuhi persamaan kquq + kou, + -+

k,u, = a.

Definisi-2

Misalkan v4, v5, ..., v, adalah vektor-vektor dalam suatu ruang
vektor V. jumlah vektor-vektor berbentuk a,v; + a,v, + ...+ a,v,,
di mana a4, ..., ayadalah skalar-skalar disebut suatu kombinasi linear
dari vy, vy, ..., V.

Dalam Al-qur’an diberitahukan mengenai kombinasi terdapat

pada Surah Al-Mursalat ayat 1-5, yaitu:
£73 e OliollB 413 Bse odlasalls
OUElAE € ¢ 553 CBHAIG 47 H1EES ohalls

o9 553

Artinya: “Demi (malaikat-malaikat) yang diutus untuk membawa
kebaikan (1). Dan (malaikat-malaikat) yang terbang dengan
kencangnya  (2). Dan (malaikat-malaikat)  yang
menyebarkan (rahmat Allah) dengan seluas-luasnya (3).
Dan (malaikat-malaikat) yang membedakan (antara yang
baik dan yang buruk) dengan sejelas-jelasnya (4). Dan
(malaikat-malaikat) yang menyampaikan wahyu (5).”

Contoh.

Misalkan, u = [2,—1,3], v = [1,2, —2] apakah x = [8,1,5] kombinasi

linear dari u dan v?

Penyelesaian.

[8,1,5] = kq[2,—1,3] + k,[1,2, 2]

Dari kesamaan vektor diperoleh

Zkl + k2 == 8
_kl + Zkz =1
3k1 - 2k2 = 5
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k]_:

== k2=2

Bk v

3.5.1 Kombinasi Linear dalam Budaya Lampung

Kain tapis merupakan kain etnik suku Lampung. Kain tapis
terbuat dari benang kapas yang ditenun dengan sulaman
benang perak atau emas. Guna kain tapis adalah sebagai
pelengkap pakaian wanita yang dijadikan sarung untuk
menutupi tubuh bagian pinggang ke bawah. Ada juga yang

membuatnya menjadi selendang.

AMA

Gambar 3. Kain Tapls
Pada gambar 3, motifnya berhias tajuk besarung (pucuk
rebung) dengan motif belah ketupat dibuat teratur,
mengkombinasikan setiap benang menjadi bentuk yang skalar
atau tak berubah sampai proses selesai. Kain tapis ini biasa

dipakai oleh pengantin wanita.

3.6 Membangun Linear dan Kebebasan Linear
3.6.1 Definisi Membangun Linear
Definisi membangun linear/merentang/rent/span yaitu
misalkan V adalah ruang vektor. S = {u;,u,,.. u,}c V.S
disebut membangun/himpunan perentang V, jika disetiap

vektor di V tersebut dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear.
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Dapat ditulis W = rent (s) atau W = rent {v,, v,, ..., v,.} dari
S. Dapat juga dilihat jika (A) =p(A/B) =n, maka W
mempunyai kombinasi linear.
3.6.2 Definisi Kebebasan Linear

Apabila S = {uy, u,, ..., u,} adalah himpunan vektor, S

dikatakan bebas linear bilamana kombinasi linear:
kiuy + kyuy + -+ kpu, =0

Penyelesaiannya adalah trivial vyakni k; =0,k, =

0,...,k, = 0.Jika ada penyelesaian lain (nontrivial), maka S

dikatakan tak bebas linear.

3.7 Basis dan Dimensi
3.7.1 Basis
Definisi-1

Andaikan V adalah sembarang ruang vektor dan S =
{uqy, uy, ..., u,} adalah himpunan berhingga vektor-vektor pada V, S
dikatakan basis untuk ruang V jika:

¢ Sbebas linear

** S membangun V
Teorema-1
Jika {vq,v,,V3, ...., v} adalah himpunan yang merentang suatu
ruang vektor V, maka himpunan sembarang dari m vektor diV,
dimana m > n adalah bergantung linear.
Definisi-2

Misalkan V adalah ruang vektor. lJika V memiliki basis yang
terdiri dari n vektor, maka kita katakana bahwa V memiliki dimensi n.
Ruang bagian (0) dari V dikatakan memiliki dimensi 0.V diakatakan
memiliki dimensi hingga jika terdapat himpunan berhingga vektor
yang merentang V, jika tidak demikian halnya, maka kita katakan

bahwa V memiliki demensi tak hingga.

22 | Aljabar Vector Berbasis Keislaman Dan Budaya Lampung



Teorema-2
Jika V adalah ruang vektor dengan dimensin > 0;
«*» Sembarang himpunan n vektor bebas linear merentang V
«» Sembarang n vektor yang merentang V adalah bebas linear.
Teorema-3
Jika V merupakan suatu ruang vektor berdimensin > 0, maka
++ Tidak ada himpunan dengan jumlah vektor yang lebih kecil
dari m dapat merentang V.

% Semua subhimpunan yang lebih sedikit dari n vektor yang
lebih bebas linear dapat diperluas untuk membentuk basis
dari V.

< Sembarang himpunan perentang yang terdiri lebih dari n
vektor dapat dikecilkan untuk membentuk basis dari V.

Dengan kata lain, suatu basis adalah perampatan ruang vektor
dari suatu system koordinat dalam ruang berdimensi 2 dan ruang

berdimensi 3.

Teorema berikut ini akan membantu kita melihat mengapa hal
tersebut demikian.

Jika S = {vq,v,, ... ... , U} adalah suatu basis untuk suatu ruang
vektor V, maka setiap vektor v dalam V bisa dinyatakan dalam

bentuk v = c;v, + ¢V, + -+ + ¢V, dalam tepat satu cara.

3.7.2 Dimensi
Definisi

Sebuah ruang vektor dikatakan berdimensi berhingga, jika
ruang vektor V mengandung sebuah himpunan berhingga vektor
S ={uq,uy, ..., up} yang membentuk basis. Dimensi sebuah ruang
vektor V yang berdimensi berhingga didefinisikan sebagai banyaknya

vektor pada basis V.

Teorema-1
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Jika V adalah suatu ruang vektor berdimensi terhingga dan

{vq,v,, ..., v, } adalah sebarang basis, maka:

++ Setiap himpunan dengan lebih dari n vektor adalah tak-
bebas secara linear.
++ Tidak ada himpunan dengan vektor yang kutang dari n yang
merentang V.
Teorema-2
Semua basis untuk suatu ruang vektor berdimensi terhingga
mempunyai jumlah vektor yang sama.

Teorema-3 (teorama plus/minus)

Anggap S adalah himpunan vektor tak-kosong dalam suatu ruang

vektor S.

+»+ Jika S adalah himpunan yang bebas secara linear, dan jika v
adalah suatu vektor dalam V yang berada diluar rentang
(5), maka himpunan S U {v} yang dihasilkan dengan
menyelipkan v ke S tetap bebas secara linear.

% Jika v adalah suatu ruang vektor dalam S yang dapat
dinyatakan sebagai kombinasi linear dari vektor-vektor lain
dalam S, dan jika S —{v} menyatakan himpunan yang
diperoleh dengan memindahkan vdariS, maka S dan
S — { v} merentangkan ruang yang sama; yaitu,

rent(S) = rent(S — {v})

Teorema-4

Jika V adalah suatu ruang vektor berdimensi n, dan jika S

adalah suatu himpunan dalam V dengan tepat n vektor, maka S

adalah suatu basis untuk V atau S bebas secara linear.

Catatan:

Suatu himpunan vektor dapat ditunjukkan merupakan

himpunan bebas linear atau membangun ruang vektor V hanya

dengan melihat dari jumlah vektor dan dim ruang vektor. Jika
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terdapat ruang vektor dengan banyaknya vektor = 3 dan dim (R?) = 2,
sebenarnya tanpa menghitung kita sudah bisa menyimpulkan bahwa
himpunan vektor tersebut tidak bebas linear karena agar bebas linear
maksimal jumlah vektor = dim ruang vektor. Sebaliknya jika suatu
himpunan vektor hanya memuat vektor dengan jumlah kurang dari
dim ruang vektor, maka dapat disimpulkan bahwa himpunan vektor
tersebut tidak membangun.

Berdasarkan ini, maka suatu himpunan vektor kemungkinan
bisa menjadi basis ruang vektor berdimensin jika jumlah vektornya
= n. Jika jumlah vektor < n, maka tidak membangun sebaliknya jika
jumlah vektor > n maka bergantung linear.

Jika jumlah vektor = n, maka dapat dihitung nilai determinan
dari ruang yang dibangun oleh himpunan vektor tersebut.

«» Jika det = 0, maka tidak bebas linear dan tidak membangun.

% Jika det # 0, maka bebas linear dan membangun sehingga

merupakan basis.

LATIHAN

1. lJika S adalah semua himpunan dari vektor di R® yang berbentuk
(x1, %2, %3) dengan syarat x; = (x;2 + x,2). Tentukan apakah S
merupakan subruang vektor atau bukan?

2. Tentukan apakah himpunan S = {(x,x,)T} dengan syarat
x; = 3x; + 1 merupakan subruang dari R? atau bukan?

3. Tunjukkan subruang dari ruang vektor yang sesuai atau berikan
contoh penyangkal yang menyatkan subruang berangkutan bukan
subruang. Misalkan U himpunan semua vektor di R3 yang
mempunyai bentuk u = (uy, u,, u3), dengan syarat u, + uz = 0.

4. Apakah vektor-vektor pada bidang 3x+2y-z=0, dapat dinyatakan
sebagai kombinasi linear dari S= {a; =(2,0,3), a, =
(0,1,2)}? Jelaskan!
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5. Apakah polinom 3 + x + 2x? dapat dinyatakan sebagai kombinasi

linear dari S{p; =2+3x?% p,=—-1+x+3x% p;=3+x+
9x?}

6. Nyatakan matriks B g]sebagai kombinasi linear dari

s=fm 5 ol me=l3 ST m=[y 2}
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BAB 2
RUANG HASIL-KALI DALAM

4.1 Definisi Ruang Hasil-Kali Dalam

Sebuah hasil kali dalam pada ruang vektor riil V adalah fungsi
yang mengasosiasikan bilangan riil [u,v] dengan masing-masing
pasangan vektor u dan v pada V sedemikian rupa sehingga aksioma-

aksioma berikut.

» [u,v] =[v,u] (aksioma simetri)

» [ut+v,w] =[uw]+[v,w] (aksioma
penambahan)

o [ku,v] = kl[u,v] (aksioma
kehomogenan)

% [w,u]=0dan[u,ul =0 u=0 (aksioma

kepositifan)

T s em ew se e ol

Gambar 4. Tapis Kaca

AVATAVAVAVAVAVAVAVAVAVATAY
FAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVATVAT A
N

Gambar 6. Tapis Jung Sarat Gambar 7. Tapis Gajah Maghem
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Pada gambar 4, 5, 6, dan 7 berlaku aksioma ruang hasil-kali
dalam, ada simetri, penambahan, dan kehomogenan. Suku Lampung
mempunyai berbagai macam bentuk motif pada kain yang sering
digunakan di acara adat. Kain tersebut dinamakan dengan kain tapis.
Masyarakat Lampung pada zaman dahulu ketika proses pembuatan
kain, tidak mengukur dengan ukuran khusus. Namun,
kesimetrisannya tetap terjaga.

Bahan dasar yang dibutuhkan tapis kaca adalah panjang 140
cm, lebar 72 cm dengan 900 gram berat benang emas, tapis raja
tunggal membutuhkan bahan dasar dengan panjang 112 cm, lebar
64,5 cm dengan 500 gram berat benang emas, tapis jung sarat
membutuhkan bahan dasar dengan panjang 110 cm, lebar 64 cm
dengan 1000 gram berat benang emas, pembuatan tapis gajah
meghem membutuhkan bahan dasar dengan panjang 130 cm, lebar
80 cm dengan 500 gram berat benang emas. Motifnya membentuk
suatu pola bilangan yang sesuai dengan kesimetrian dalam

matematika.

Gambar 8. Motif Belah Ketupat
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Gambar 9. Motif Pucuk Rebung

Pada gambar 8 (motif belah ketupat), terlihat jelas kesimetrisan
motifnya. Begitupun pada gambar 9 (motif pucuk rebung). Setiap
pola pada benangnya memiliki jarak yang sama. Semua motif pada
kain tapis tak hanya bentuknya yang simetris dan pola beraturan.
Dibalik itu semua, ternyata mempunyai makna tersendiri. Seperti
pada motif pucuk rebung yang memiliki makna hubungan keluarga
yang tidak dapat dipisahkan untuk saling tolong menolong serta

saling menjaga silaturahmi.

Gambar 10. Nuwo Sesat Gambar 11. Lamban Pesagi

Pada gambar 10, 11 merupakan contoh lain yang ada di
Lampung. Selain kain tapis, suku Lampung juga memiliki rumah adat.
Rumah adat Lampung memiliki arsitektur yang hampir sama dengan
rumah-rumah adat lainnya yang ada di pulau Sumatera. Rumah adat

dengan nama nuwo sesat ini, memiliki bangunan berbentuk rumah
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panggung bertiang yang bahan bangunannya sebagian besar terbuat
dari kayu. Setiap sisinya terdapat kehomogenan. Tampak depan
terlihat memiliki dua posisi tangga yaitu sebelah kanan dan Kkiri.
Setiap tangga memiliki jumlah anak tangga yang sama. Begitu pula
pada sisi yang lainnya memiliki ornamen yang khas.
Sifat dasar Ruang Hasil Kali Dalam

Jika v adalah sebuah vektor di dalam sebuah ruang hasil kali
dalam V, panjang atau norma dari v diberikan oleh

vl = v/ (v, v)

Dua vektor u dan v dikatakan orthogonal, jika (u,v) = 0

Teorema
Jika u dan v adalah vektor-vektor ortogonal di dalam sebuah
ruang hasil kali dalam dalam V, maka
lu+ vl = llull® + [lv]|?

Bukti
lu+v|? =(u+v,u+v)
= (u,u) + 2(u, v) + (v.v)
= |lull® + [[v]|?
v' Contoh

Untuk u, v € M,,, didefinisikan operasi bernilai real berikut.

Uy uz] [V1 172]

<u,v>=<[u3 wl lvs v,

= WV + UV, + U3V3 + UyVy.
Apakah operasi ini merupakan hasil kali dalam?

Penyelesaian.
. . aq a b1 bz
1. Ambil a,be M, , , misalkan a = [a ],b = ,

maka
< a,b > = a1b1 + azbz + a3b3 + a4_b4_
{komutatif perkalian bilangan real}
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< a,b > = blal + bzaz + b3a3 +b4a4
{definisi operasi <u, v>}
<ab>=<b,a>

by bz]

. . a; a
2. Ambil a, b, c € M, misalkan a = [a3 a4]’ b= be b
3 D

[ ¢ K
c = [C3 c4]' maka
<a-+ b,C > = (a1 + bl)Cl + (a2+ b2)C2 + (a3+ b3)C3 + (a4+ b4)C4

{distributif bilangan real}
<a,b,c>
= a,c; + bic; +ayc, + bycy + azcz + bzes
+ aucy + bycy
{asosiatif bilangan real}
<a,b,c>=(a,c1 +a,c, +azc; +aycy,) + (bicy + bycy + bycz + bycy)
{definisi operasi <u, v>}

a; a by b
3. Ambila,b,c € M, x ; misalkan a = [a; ai] b= [bl bz]'
3 4

ambil k € R maka
< ka,b > = (kay)by + (kay)b, + (kaz)b; + (kay)b,
{distributif bilangan real }
< ka,b >=k(a,b; +a,b, + azb; + asb,)
{definisi operasi <u, v>}
<kab>=k<ab>

. . a; a;
4. Ambil a € M,y ,, misalkan a = [a3 a4]' maka
<aa>= alal+ a2a2 + a3a3 + a4a4 = 0
{sifat kuadrat bilangan real}
dan <a,a>=0, jikaal=0,a2=0,a3=0,a4=0 ,
ataua =0.

Jadi, operasi bernilai real diatas merupakan hasil-kali dalam.
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4.2 Panjang Vektor, Jarak Antar Vektor Dan Besar Sudut

RHKD

Ketika kita membahas tentang panjang vektor, maka kita harus
menghilangkan rumusan yang selama ini yang kita gunakan mengenai
panjang vektor dalam ruang—n Euclides berdasarkan operasi hasil kali
titik. Kita akan menghitung panjang suatu berdasarkan hasil kali
dalam yang telah diberikan, dan sudah dibukikan bersama-sama
bahwa hasil sebelumnya kali titik ruang dalam ruang—n Euclides juga
merupakan hasil kali dalam jadi konsep yang digunakan ini akan lebih
luas dari pada sebelumnya.

Kali titik dalam ruang—n Euclides juga merupakan hasil kali
dalam jadi konsep yang digunakan ini akan lebih luas dari pada
konsep yang sebelumnya. Misalkan V merupakan ruanghasil kali

dalam, uv elemen V maka;
1
a. Panjangu =< U, uU >2
1
b. Jaraki dan v, d(u,7) =<u—1v >2
c. Misalkan @ sudut 4 dan v dalam RHD, maka besar cos @
<ua>
lulllv|l
Jika  dan 7 saling tegak ||@ + 7||* = lurus maka||u]|?

adalah cos @ =

Bukti,
lw+o’=<u+v,u+v>
=<U+v,u,u+v,7v>
=< U,U>=<D,0>+2<Uv>
= |lall* + [17]|?
v Contoh:

Terhadap hasil-kali dalam < u,v > = 2uyv; + u,v, + uzvs +
3u,v, dan diberikan; u = (0,2,2) danv = (3,2, 1), hitung:
a. Panjang udan panjangyv,

b. Jarak antaraudanyv,
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€. Kosinus sudut antara u danv.
Penyelesaian.

a. Panjangu
1
lull = <u,u>2
1
= (2.0.0 + 2.2 + 3.2.2)2
1
= (4 + 12)2
= 4
Panjang v
1
vl =<wv,v>2
1
= (233 + 2.2 + 3.1.1)2
1
= (233 + 2.2 + 3.1.1)2
=5
b. Jarak antaraudanv

v = |lu— vl
1
=<u-v,u — v>2

=< (-3,0,1),(-3,0,1) >%
= 2(=3)(=3) + 0.0 + 3.1.1)7
=21

c. Kosinus sudut antara u dan v
20.3+ 22+ 3.2.1
4.5

cosO =

1

2
Dalam contoh soal di atas, panjang u adalah 4 tetapi jika

menggunakan hasil-kali dalam Euclides akan didapatkan |Ju]| = 2v2.
Oleh karena itu, dengan didefinisikannya hasil-kali dalam ini maka
panjang, sudut, dan jarak menjadi relatif terhadap hasil-kali dalam

yang digunakan.
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Definisi-1

Misalkan V ruang hasil-kali dalam dan misalkan u,v e V. U danv
disebut saling ortogonal jika < u,v > = 0.

Dari hasil perhitungan ini bahwa terlihat u dan v hanya
ortogonal terhadap hasil-kali dalam pada bagian (a) dan (c) tetapi
tidak ortogonal terhadap hasil-kali dalam pada bagian (b). Oleh
Karena itu, keortoganalan dua vektor tergantung pada hasil-kali

dalam yang berlaku di dalam ruang hasil-kali dalam tersebut.

Gambar 12. Nuwo Sesat

Pada gambar 11 merupakan salah satu contoh bangunan bidang
ortogonal yaitu rumah adat lampung. Jika rumah tidak ortogonal,
maka bangunan tidak akan berdiri kokoh. Tiang-tiang penyangga dari
bangunan ini juga memiliki ukiran-ukiran. Seiring dengan
perkembangan zaman, tiang kayu penyangga pada rumah adat Nuwo

Sesat ini sering kali diganti dengan batu bara atau beton cor.

Definisi-2
Misalkan V ruang hasil kali dalam dan misalkan W =

(ul,u2,...,un) € V . Vektor veV disebut orthogonal pada
himpunan W jika v ortogonal pada setiap anggota W atau untuk
setiapi = 1,2,...,nberlaku <u,v >= 0.
v Contoh

Apakah u = (2,—1,0) ortogonal terhadap himpunan

W ={a=(0223),b=(33-1),c=
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(—4,—4,3)} terhadap hasil kali dalam <p,q >= p;q; +
2p2q2 + p3qs?
Penyelesaian.
<u,a>= 22+ 2(-1)2 + 03 = 0.
<ub>= 23+ 2(-1)3 + 0(-1) =0.
<u,c>= 2(—4) + 2(-1)(—4) + 0.3 =0.
Jadi, u ortogonal terhadap himpunan W.

Definisi-3
Misalkan, V ruang hasil kali dalam dan W = {uq,u,,...,u,} €
V. W disebut himpunan ortogonal jika setiap dua anggota W yang
berbeda saling orthogonal, atau < ui,uj >= 0, untuk setiap i # j,
dengani,j=1,2,...,n.
v' Contoh
Apkah W={a=(-103), b=(2,1,1), c=
(1,-7, %)} merupakan himpunan ortogonal terhadap hasil kali
dalam < u,v > = 3w vy + uyv, + 2uzv;?
Penyelesaian.
<ab>=3(-1)2+01+231 = 0.
<ac>=3(-1)+0(-7)+231/2 =0
<ac>=321+1(-7)+211/2 = 0.
Jadi, himpunan W himpunan ortogonal.

4.3 Basis Orthonormal
Diketahui V ruang hasil kali dalam dan v, 75, ..., 7, adalah
vektor-vektor dalam V. Beberapa definisi penting;
1. H={p; + v,,..., Uy} disebut himpunan orthogonal bila setiap vektor
dalam V saling tegak lurus, yaitu < 7;7; > = 0 untuki #jdani,j=
1,2,...,n.
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2. G={v; + Uy, ..., U} disebut himpunan orthonomal bila G himpunan
orthonomal

3. Normdariv; = 1,i =natau <v;,v; >=1

LATIHAN

1.

Diketahui < @, b = a,b; + a;2 + b,;> dengan @ = (a;,a,) dan
b = (b4, b,). Tunjukan sifat hasil kali dalam yang tidak dipenuhi!
Diketahui < @, b = a;b; — a,b, + asb; dengan a = (ay,a,,asz)
dan b = (by, by, b3). Periksa apakah < @, b >merupakan hasil kali
dalam atau tidak? Jika tidak, tentukan aksioma mana yang tidak
terpenuhil
R® merupakan RHKD vyang hasil kali dalam < U,V>=U v —
2u,V, + usvs dengan U = (Uq, Uy, U3), U= (V,Vp,V3) . W
adalah  sub  ruang R® yang  memiliki  basis
B =1{(-2,2,2),(1,3,-3)}
a. Transformasikan B menjadi basis orthonomal
b. Misalkan x = (2,2,4) di R®, nyatakan X =y + X dengan
y € W dan z orthogonal terhadap W
Diketahui R® merupakan RHKD dengan hasil kali dalam
< U,V =uv; + 2u,v, + 2usv; dengan U = (U, Uy, Us3), U=
(v1,v,,v3). W adalah sub ruang R® yang memiliki basis
C={b, =(-1,0,-1),b, = (2,1,2)}!
Hitung sin f jika f adalah sudut b; dan b,!
b. Tentukan jarak antara b, dan b,!
c. Misalkan ¥ = (1,2,—1) di R3,y dan Z adalah komponen dari
X dengan y € W y dan orthogonal terhadap W, tentuk an
ydan z!

Diketahui [11 ﬂ merupakan matriks transisi dari basis A

terhadap basis B, dengan A = {uj,u, }danB = {v;,v,,}

merupakan basis R%. Jika ¥ = 2u;, u,. Tentukan [¥]B!
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BAB3
RUANG EIGEN

5.1 Nilai Eigen

Diketahui A matriks berukuran n X n,x vektor tak-nol
berukurann X 1, x € Rn. Karena A berukuran n X n, maka Ax akan
berubah vektor yang berukuran n X 1 juga. Bila terdapat skalar
A, A € Riil sedemikian hingga Ax = Ax (Ax menghasilkan vektor
yang besarnya A kali X). Semua nilai A yang memenuhi persamaan
tersebut sehingga ada nilai ¥ yang nyata (bukan vektor 0 saja)
disebut nilai eigen (karakteristik).

Untuk menentukan nilai A , dari persamaan Ax = Ax
sebelumnya dirubah dahulu menjadi persamaan (A—Al)x = 0 =
(Al — A) x. Agar persamaan tersebut memiliki penyelesaian tak-
trivial (sejati), maka dapat ditentukan melalui nilai det (4 — AI) yaitu
det(A—Al) = det (A —A) =0. Persamaan det(A—Al) =
det(Al — A) = 0ini disebut persamaan karakteristik. Banyaknya
nilai eigen maksimal adalah n buah.

Dari nilai eigen yang diperoleh tersebut dapat ditentukan ruang
solusi untuk X dengan memasukkan nilai eigen yang diperoleh
kedalam persamaan (A — AI) ¥ = 0. Ruang solusi yang diperoleh
dengan cara demikian ini disebut juga dengan ruang eigen. Dari ruang
eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen tertentu.

Menurut Steven J. Leon misalkan A adalah suatu matriks n x n.

Skalar A disebut sebagai suatu nilai eigen atau nilai karakteristik
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(characteristic value) dari A jika terdapat suatu vektor tak-nol x,
sehingga Ax = Ax. Vektor x disebut vektor eigen atau vektor
karakteristik dari A.

Dalam Al-qur'an diberitahukan mengenai nilai eigen yang
terdapat pada Surah Al-Hujaraat ayat 13, yaitu:

V.S_»_J.og C§\_>|3)_§J u—*’ M l_>| UJ.:LJJ\ LéSlS

e 9 ~ = 9
&

A5 ey STl s b sLB5 sk b

Artinya:“Hai manusia, Sesungguhnya Kami menciptakan kamu dari

seorang laki-laki dan seorang perempuan dan menjadikan
kamu berbangsa - bangsa dan bersuku-suku supaya kamu
saling kenal-mengenal. Sesungguhnya orang yang paling
mulia diantara kamu disisi Allah ialah orang yang paling
tagwa diantara kamu. Sesungguhnya Allah Maha
mengetahui lagi Maha Mengenal”.

Definisi nilai eigen dapat disimpulkan menjadi, suatu nilai
yang merepresentasikan matriks A di ruang yang lain. Ayat di atas
menjelaskan bahwa Allah telah menciptakan manusia dari pasangan
laki-laki dan perempuan, kemudian dari pasangan tersebut lahir
pasangan-pasangan lainnya. Maka dari itu, pada hakekatnya,
manusia adalah satu keluarga.

Matriks A ditransformasi oleh matriks x . Kemudian 4
ditransformasi oleh matriks x. Ternyata setelah ditransformasi,
keduanya sama. Dengan fakta ini, A disebut nilai karakteristik (eigen)
karena bisa merepresentasikan A di vektor eigen x. Hal ini berkaitan
dengan kandungan surah Al-Hujaraat ayat 13 merupakan bukti
bahwa pada dasarnya semua manusia adalah sama vyang
membedakan hanyalah ketaatannya kepada Allah SWT dan Rasul-
Nya.
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v' Contoh-1
[1 0—2]
Diketahui A= 0 1 2|. Tentukan nilai eigen beserta basis
-1 0 0
ruang eigennyal
Penyelesaian.

Persamaan karakteristik dari A adalah det (Al — A) = 0.

A—1 0 2
det[ 0 A-—-1 —2] = A-1)2A-2(A-1)
1 0 A
=A-D[A-11-2]
= A-1)(12-1-2)
=A-1DA+1)(1-2)
Jadi, nilai eigen untuk A adalah : —1, 1, 2. Basis ruang eigen
diperoleh dengan memasukkan nilai eigen yang diperoleh ke
dalam persamaan (A — Al) ¥ = 0.

o Untukd = —
-2 0 21[% B
didapatkan persamaan 0 2 —2 X =0
-2 0 2] 1 0 —1
0-2 -2 O 2 —2
1 0 —1 0 0 0
X, 1
Ruang Eigen | X, | = S , basis ruang eigen berupa |—1
X3 [ S 1
o Untukd =1
0 0 27[X1 B
didapatkan persamaan [0 0-—2 X =0
1 01
00 2 10 1 1 0 O
00-2 00-2|~l0 0 1
101 00 2 0 0 O
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X1 0 0
Ruang Eigen | X, | = | s |, baris ruang eigen berupa |1,
X3 0 0

o Untukd = 2,
substitusi nilaidl = 2 ke persamaan (A1 - C)x = 0

(1 0 2

0 1 0/X=0

0-10

1 0 2 10 2

0 10]~ 010]

0-10 000
X1 —2s

Ruang eigen| X, :=[ O]
X3 S

-2
Jadi, untuk A = 2, ada satu basis ruang eigen yaitu: [ 0 ]
1

Karena hanya ada dua basis ruang eigen yang bebas linear,
maka C tidak dapat didiagonalisasi.
v Contoh-2

1. Misalkan A = (11L _12) danx = (i)

Hitunglah nilai eigen dan vektor eigen!
Penyelesaian.

(A =2\(2\ _ (6\ _ . (2) _
Ax = (1 1)(1) = (3) = 3(1) = 3x
Dari persamaan ini terlihat bahwa A = 3 adalah nilai eigen
dari A dan x = (2,1)7 merupakan vektor eigen dari 1.

Sesungguhnya, sembarang kelipatan tak-nol dari x akan

menjadi vektor eigen, karena A (V(a,x) = aAx = alx =

A(a,x)
2 a=(1, %),

Hitunglah nilai-nilai eigen dari A dan carilah basis untuk ruang

eigen yang bersesuaian!
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Penyelesaian.

1—=X 2 |_ . g2
5 1_}\|_(1 N? + 4

Akar polinom karakteristiknya adalah A, =1+4+2i ,

a-nn= (T 5) =20 7)

Dari persamaan ini, nampak bahwa {(1, 1)t} adalah suatu
basis untuk ruang eigen yang bersesuaian dengan A;
=1+ 20

Dengan cara yang serupa,

a-nt= (% ) =2(4 )

dan {(1, —i)T} adalah basis untuk N (4 — A,1).

5.2 Diagonalisasi orthogonal
Sebelum membahas lebih lanjut mengenai diagonalisasi
orthogonal akan didefinisikan tentang matriks orthogonal. Matriks
bujur sangkar P disebut matriks orthogonal bila berlaku Pt = P~1 .
Matriks A dapat didiagonalisasi secara orthogonal jika terdapat
P orthogonal sehingga P"' A P = D dengan D adalah matriks
diagonal. Berbeda dengan masalah diagonalisasi sebelumnya, maka
pada pembahasan kali ini ada sedikit perbedaan tentang matriks yang
bisa didiagonalisasi ataukah tidak, yaitu P~ : AP =D
PDP 1 =4

PD Pt = (dari Sifat Pt = P71 oo, (1)
(P DPY)t = A' (kedua ruas ditransposekan)
P D PY = A et (2)

Dari persamaan 1 dan 2 didapatkan agar A bisa didiagonalisasi
secara orthogonal, maka matriks A harus memenuhi sifat A = A¢ (4

harus matriks simetri).
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Gambar 13. Motif Tapis
Terlihat dari gambar 12 (motif tapis), kesimetrisannya

merujuk pada makna matriks simetri. Seperti penjelasan sebelumnya,
suatu matriks bisa didiagonalisasi secara orthogonal, tetapi harus
memenuhi sifat A = A® (A harus matriks simetri).

5.3 Menentukan matriks P yang mendiagonalisasi secara

orthogonal

Cara menentukan matriks P pada diagonalisasi orthogonal ini
sebenarnya hampir sama dengan penentuan P pada diagonalisasi
sebelumnya yaitu didasarkan pada basis ruang eigen yang telah
diperoleh sebelumnya. Misalkan x;, X3, ... , X,; merupakan basis
ruang eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen A;, A, .. , A,
kemudian ug, Uy, ..., U, merupakan hasil transformasi dari X7, X5, ...,
X, dengan hasil kali dalam Euclides, maka matriks yang
mendiagonalisasi secara orthogonal adalah P =[x, X3, ,.., X]
sedangkan matriks diagonal D sama dengan matriks diagonal D pada

bahasan sebelumnya.

10 1
00 0‘
10 1

Tentukan matriks yang mendiagonalisasi A secara orthogonal

v' Contoh

Diketahui A=

beserta matriks diagonalnya!

42 | Aljabar Vector Berbasis Keislaman Dan Budaya Lampung



Penyelesaian.
Persamaan karakteristik: det (AI — A) = 0.

A—1 0 -1
det[ 0 A O ]=(/1—1)2/1—/1=/1{(/1—1)2—1}

-1 0 A—-1
=0
Nilai eigen: 0,2
Untuk A = 0 subtitusi nilaiA = 0 ke persamaan (1 —A4) = 0
[—1 0 —1
00 O]7=O
-1 0 -1
-1 0 -1 101
00 0]"'[0 0 0]
-1 0 -1 00O
- -1 0
Ruangeigen: x = | t l= [ 0 |s+ |1 |t
s 1 0

1
Jadi, untuk A = 0 terdapat dua ruang basis ruang eigen: [0 ] dan

d |

LATIHAN
1. Diketahui persamaan AX — ax, dengan X € R? dan «a skalar ,
tentukan nilai @ agar X memiliki solusi banyak jika A = i g !

—a 0 0 _
2. DiketahuiSPL| 0 1-—a 1 |x=0
0 1 1-a
a. Tentukan nilai agar a SPL memiliki solusi banyak dengan 1
atau 2 parameter!

b. Tulis solusi SPL dari nilai a didapat!
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3. Tentukan nilai eigen dan basis yang bersesuaian dengan nilai
eigennya dan matriks-matriks berikut!

1-10 0 2100
a_4100‘b13000
‘1 0000 1001 0
L 0000 0000
[0 03 1 1000
OZOl‘leZOZ
11020 10020
0201 0201

4. Diketahui matriks A;x3 memiliki nilai eigen 0, 1 dan ruang eigen

yang bersesuaian dengan nilai nilai eigen tersebut adalah (s, s-t,
t) dan (2s, s, s). Tentukan:
a. Matriks yang mendiagonalkan A
b. Matriks A
5. Diketahui H = {(1,0,1),(2,1,0),(0,1,1)} merupakan basis ruang
eigen dari  nilai eigen —1, 1dan 2 suatu matriks. Tentukan
matriks yang dimaksud!
6. Dari soal nomor 3, tentukan:
a. Matriks mana saja yang dapat didiagonalkan beserta matriks
yang mendiagonalkan!
b. Matriks mana saja yang dapat didiagonalkan secara
orthogonal beserta matriks yang mendiagonalkan secara
orthogonal!
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